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1, De ruimte R is een verzameling van punten.
2, De rechten zijn deelverzamelingen van R.
3, Er bestaat minstens een rechte,
4, Blke rechte bevat minstens drie verschillende punten,
5, Ziin A en B verschillende punten, dan bestaat er een rechte,
die A en B bevat,
6, Zijn A en B vérschillende punten, dan bestaan er geen twee ver=-
schillend® rechten, die A en B bevatten,
‘7. Er bestast geen rechte, die alle punten bevat.
8, Is A een punt, b een rechte, die A niet bevat, dan bestazat er
een rechte, die A bevat en met b geen punt gemeen heeft,
9, Is A een punt, b ecn rechte, die A niet bevat, dan bestaan er
geen twee verschillende rechten, die A bevatten en met b geen
. punt gemeen hebben.
10, Een rechte bevat niet meer dan drie verschillende punten.

A -, " B .
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I, 1-7 Zie 11 Oot 1949, no, ~7
II, 1.Ligt B tussen A en C, dan ligt B tussen C en A, en 4, B en C
.zijn drie verschillende punten van een 1lijn,
2.Zijn A, B en C drie verschillende punten op een lijn, dan ligt
één en slechts één van die punten tussen de beide andere.
3.21jn A en B verschillende punten, dan bestaat er een punt C,
zodat B tussen A en C ligt, -
4,Z2ijn A, B en C punten buiten een 1ijn 1, en ligit tussen A en
B een punt van 1, masr tussen A en G geen punt van 1, den ligh
tussen B en C een punt van 1,
III, 1.Een verplaastaing V voert ieder punt A in een punt VA = B over,
2,Ligt B tussen A en C en is V ccn verplastsing, den ligt VB tus-
sen VA en VC,
3,Ligt B tussen A en C, dan kan lijnstuk AB door geen verplaatsing
in lijnstuk AC overgaan,
4. Ligt D binnen s B4AC, dan kan /BAC door gecn verplaatsing in
Z BAD overgaan,
5. ledere verplaatsing hecft ecn inverse, die c¢cn vcrplaataing
is.
6, Het product van twee verplaatsingen is weer ocn verplaatsing.
7. Er is cen verplaatsing, dic con gegeven punt 4 in ccn gegeven
punt A', ecn gegeven halve rcehte 1 met uiteinde A‘in cen ge=-
gceven rechte 1' met uiteinde AY cn cen door 1’ %cgrensd half-~
vliek in .een bepaald door 1' begrensd halfvlak overvoert,

Iv.. (Gonﬁinuiteitsaxioma van Dedekind). Wanncer dc punton van cen
halve 1lijn 1 met uitcinde A in twee klassen L cn R worden ver-
deeld, zodat icder punt ven I tusscn L cn leder punt van R
ligt, dan bevat 1 een punt P zodat iuder punt van I tussen A
en P 1xgt terwijl P tussen A en icdcr punt van R ligt.

V. {Parallelersdioma) . Door een pant buitcn cen lijn geat slcehts
één lijn, dic dc corstc lijn nied gnijdt.
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Toclichtingen, -

Grondbegrippen zijn: punt, rechte (1lijn), tussen, vorplaatsing.

Bij III. 3

Bij IIL. 4

LR Ce 3
Bij IIX 5,6

Lijnstuk AB is dc vefrzameling van alle punten, die

tussen 4 en B liggen |

Leat een lijn 1 en een punt A gegeven zijn, Twee punten

B en € van 1 liggen op dezelfdc halve lijn 1 met uiteinde
S, dls 5 niet tussen B en ¢ ligt, Mun kan bewijzen, dat

1 door S in twee halve lijnen verdeeld wordt,

Twee punten P en Q buiten een 1lijn 1 liggen aan dczelfde
kant van 1, als 1 gecn punt tusscn P en Q bevat, Men

ken bewijzen, dat 1 het vliak in twec halfvlakken verdcelt,
zodat P en Q aan dezelfde kant van 1 liggen, wapncer ze
aan dezelfde kant van 1 liggen,

£BALC bestaat uit de halve lijnen AB en AC, P ligt bin-
nen £ BAC, als P aan dezelfdc kant van /g ligt als ¢4

en aan dezelflérkant :variidC alsB.

Deze. axiomats Arukken uit, dat de verplaatsingen een
transformatiegroep vormen,
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§1. In het kort werden enige hoofdvpunten uit de geschiedenis der logi-
ca besproken, Ter sprake kwam: Voor bijzonderheden zie: B,¥. Beth, Ge-
schiedenis der Togica, Service's Encyclopaedie 1944,

1. De praedicatenlogica van Aristoteles.

2, De uitsprakenlogica der Stoa (Chrysipnus).

3. Het programma van Leibniz voor de opstelling van een - "Charac-
teristic universalis", "Ars combinatoria™ en "Calculus ratio-
cinator",

4. De klassenlogica van Bocle en de relatielogica van Peirge.

2. De formalisering der logica, door Leibniz geeist, werd door Becle
en door degenen die zijn werk voortzetten tot stand gebracht. Peano
ging verder en trachtte de gehele wiskunde te formliseren.

§3. De logicisten, in de eefste plaats Dedekind en Frege, later White-
head en Russell, trachtten alle wigkundige begrippen op grond van

logische begrippen te definieren, Voor het begrip "aantal" geschiedt
dit als wolgt.

Hen relatie R tussen twee verzamelingen A en B heet een—eenduidig
. ' 8] .
wanneer 1° uit a R b en a' R b volgt a =a'; 2 uitaRbenalRbd

volgt b= b'. Twee verzamelingen, waartussen een een~esnduidige relatie
bestaat, heten gelijkmachtig. De verzameling van alle verzamelingen,

die gelijkmachtig met A zijn, heet de machtigheid of het kardinaslgetal
van A, Veor eindige verzamelingen valt dit begrip "machtigheid" samen

et het gebruikelijke begrip “aantal". ; ;
Voorbeelien van definities van specizle aanmtallen.O is het kardi-

voalgetal van de verzameling van alle dinugen, die niet gelijkﬂZijn anr

:*rhzeif, Oncer Jx verataan w13 de verzameling van alle dingen, die
23k 2L 2RI X :

1S het karalnﬁalaetal van ioi .

4o be paz&aox van Russell le E de vercaneling van alle verzamelin
‘¢ zichzelf niet als element bevatten, 1° goval. E bovat B ﬂlb elens STt
,ﬁan‘bevat E zichzelf nletlals_alemaiy volgens ﬁe,def;mit;e,Vk GuVQl
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E bevat E niet als element; dus bevat E zichzelf als element volgens de
definitie. Zowel in het eerste geval als in het tweede komt men tot
een tegenstrijdigheid. )

Deze en andere paradoxen maken een diepgaande revisie van de logic:
noodzaekelijk.

§5. De axiomatische methode bestaat in het volgende.
1. Alle grondbegrippen van een theorie worden opgesomd.

2y Ieder begrip moet uitsluitend op grond van de grondbegrippen
worden gedefinieerd,

3. Alle grondstellingen (axioma's) worden geformuleerd.
4. JTedere stelling moet langs zuiver logische weg uit de grondstc”
lingen worden afgeleid.

§6. Tot de grondbegrippen behoren begrippen van grondelementen en ver
grondrelaties. Een model voor een axiomatische theorie is een verzamel:
van elementen,uwaartussen zekere relaties bestaan, dic aan de axioma's
voldoen. Twee modellen My en M2 zijn isomorf, wanneer tussen Ml en M2
een een-eenduidige afbeelding mogelijk is met de volgende eigenschap:
Beantwoordt aan een grondrelatie R in Ml de relatie Rl’ in M2 de rela~
tie M2, en bestaat tussen twee elementen van Ml de relatie Rl' dan be-
staat tussen hun beeldelementen de relatie R,. Fen stelsel axioma's
heet categorisch, als elke twee modellen daarvoor isomorf zijn.

Is.Q één der axioma's uit het stelsel A, dan kan men een nieuw
stelsel A' vormen uit niet-Q en de overige axioma's van A. Heeft men
een model voor A', dan is Q onafhankelijk van de overige axioma's. Deze

begrippen werden aan een voorbesld verduidelijkt. (zie afzonderlijk
blaadje).

§'7. De vooruitgang der wiskunde in de laatste 50 Jaar berust voor eexn
belangrijk deel op de toepassing der axiomatische methede, Als grond-
slag voor de wiskunde stuit zij echter op grote bezwarcen. Wanneer voor
een stelsel axioma's niet tevoren een model is geconstrueerd, weet men
niet, of or objecten bestaan, die met de grondbegrippen corrésponderen.
De toepasuing der logische begrippen als "bestaan", "volgen uit" op
zulk een leeg systeem mist elke grond. VMern moet met het systeem kunnen
varken alsof het riet op een inhoud betrekking heeft. Hiervoor is
nedig, dat ds logica mede in het proces der axiomatisatie betrokken
wordt. Dit geschiedt het beste door formalisatie.

$8. Bern geformaliseerde theorie of calcuivs wordt als volgt gedefin.
‘eerd.
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1. Br is een lijst van tekens. (Meestal is de lijst cneindig
groot, doordat matuurlijke getallen als indices worden toegelaten).

2. Bepaalde tekencombinaties worden als formules beschouwd; eor
zijn regels gegeven, wardoor van iedere tekencombinatie kan worden
uitgemazkt, of zij een formule is of nict.

3. Er is een lijst van formules, diec als axioma's worden beschouw?,

4. Br zijn afleidingsregels gegeven, waardoor uit zekerc formules
een nieuwe formule kan worden afgeleid. ]

5. Fen formule, die of zelf axioma is, of uit de axioma's door
cen eindig aantal toepassingen der afleidingsregels ken worden afge-
leid, heet ecn afleidbare formulec of een stelline.

e e et i

§9. Over de calculus wordt geredencerd in de metamathematica. Deze

maakt gebruik van ecnvoudige wistundige begrippen, mot inbegrip van de
volledige inductie, Tot haar gebied behoren de problemen der contra-
dictievrijheid (nu niet meer door ecn model te bewijzen), volledigheid
(in nader te preciseren zin) ende vrang, hoe uit te maken, of een
gegeven formule afleidbaar is of niet (definiet systecm).

De metamathematica is scherp gescheiden van het werksn met het
formule systeem zelf, Hiervoor zijn zekerc eenvoudige practische
vaardigheden nodig, en men moet er voor kunnen tellen

§lO. Het woord "axioma" komt in verschillende betekenissen voor.

1. Veorwanrde voor het bestaan van een theoric. (In deze zin is
het bestaan van onveranderlijke en herkenbare tekens een axiom? voor
elke calculus). ,

2. Onomstotelijke waarheid. (Iangs tijd werden de axioma's der
Buclidische meetkunde als zodanig beschouwd; vele beschouwen de grond-
stellingen der logica als axioma's in deze zin).

3. Ben stelling, die als uitgangspunt voor de afloiding vox
nieuwe stellingen wordt gebruilkt (zies 5).

4., Uitgangsformule in een calculus (ziev§8). 7ij getruiken het
woord alleen in de betekenissen 3 en 4.

§IL De intuitionisten stellen zich ten doel, de wiskunde zo streng
uogelijk op te bouwen, zonder ze door formalisatie van haar inhoud te
bercven., Zij gaast uit van de begrippen "eenheid" en "onbeperkie her-
‘heling", die in alle wetenschappelijk deniken en ock in veel denken
buiten de wetenschap liggen besloten en die wij kunnen denken als in
hoge mate vrij van niet ter zake doende inhouden. Filosofie of logic
kan geen grondslag voor de wiskunde geven; z¥j heeft zulk een grond-
slag ook niet nodig. Ock een funderiqg door formalisntie is onmogelijr
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De rol der taal blijft beperkt tot het leggen van contact tussen ver-
cchillende wiskundigen. De opbouw der wiskunde bestaat in een constru-—
eren in onze geest, waarbij iedere stap onmiddellijk duidelijk moet
zijn. Deze evidentie komt niet toe aan de logische stellingen, zoals
het beginsel van het uitgesloten derde, De logische beginsels zijn zeer
algemene stellingen, geldig voor willekeurige wiskundige systemen, en
hebben dus een bewijs nodig. De overtuiging, dat iedere stelling of
juist, of onjuist is, berust op filosofische gronden, die wij niet als
grondslag voor de wiskunde aanvaarden. "De stelling A is juist" betekeri:
"Tk kan A bewijzen™, "A is onjuist" betekent: "Ik kan uit de onderstel~
ling A een tegensprask afleiden".

Er is noo# bewezen, dat é&n van beide altijd mogelijk is.

-ttt s B (o b i i, 5 e R S s D o

512. Grondtekens der uitsprakenrekening (U).
Ay v ,~#,~w;‘een onbepaald voort te zetten rij veranderlijken
8y b;';.-,’ 8.1, az,..s‘ .
Formule 1). Tedere veranderlijke is een formule.
2) Is A een formule, dan is —A een formule,
%) Zijn A en B formules, dan zijn AA B, AvB en A—3B formles,
4) Slechts die tekenreeksen zijn formules, waarvoor dit op grond
van de regels 1, 2, 3 kan worden aangetoond.

$13. Wij beschouwen een tweede calculus (C),
B Grondtekens: A,V ,—>»,™, 0, 1, =
Termen 1) O en 1 zijn termen.
2)y 3), 4) analoog met § 12,
Formules. Iedere formule heeft de vorm A = B, waarin A en B termen
zijn.

Grondformules. —0 = 1. =1 = 0.

. . N . B ; .
De overige zijn van de vorm X Ay = z, waarin &én der tekens
Y, > is en x, y, z ieder &4n der tekens 0,1 voorstelt, Wij vatten ze
somen in de tabellen:

'

Ao 1 Vio 1 — 0 1
0:0 1 0:0 O cio &/
1t 1 1 110 1 11D ©
Afleidingsregels. Uit X = /% leidt men af [=c. . Uit % =/l en

i =¥ leidt men af X =Y .,
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. 1edere verandérllgke O of 1, dan ontstant een term T uit C. In C is of
T=0of T =1 afleidbaar, en niet beide tegelijk.
ggﬁgiigggg.’Twee‘formules=uit U heten equivalent (A B)
izdere substitutie dezelfde waarde geven.

s als 2ij bij

Een formule heet een identiteit, als zij bij iedere substitutie
de waarde O levert.

Av Rew A A AT A,

In de zin der equivalentie zijn de bewerkingen /. en Vv commutatief
verder gelden de beide distributieve wetten

(AAB)Y Crs(Av C) ~ (B~ Q)
(AvBY C o (AAC)y (B~

en de beide formules van de Morgan:

<1 (A7 B) ~ — AN 1 B
*W(AVB) ~ 1A A B

Nog twee belangrijke equivalenties:
= A3 A . A-s B A B,

De equivalentie is een klassenvormende relatie tussen formules, want

1: A~ Ay 2. Uit A~uB volgt BroAs 3. Uit Av3B en B~C volgt A~ C.

In de zin der eguivalentie kan men twee der tekens ¥, ,— uitdrukken
in het derde en de negatie. Al de tekens zijn uit te druklen in het te-
ken| gedeflnleerd door

ai b=-av—bs-a-rana, arb~ (aib) (ab)

, : 15, Ben formule heeft de conjunctieve normanlvorm als zij de vornm
heeft AnBACA ..., waarin A, B, C enz. disjuncties zijn met termen
van de vorm a of —a (a is een veranderlijke). Iedere formule is equi-

?valent met een formule in de conjunctieve normaalvorm.

1 Een formule in de conjunctieve normaalvorm is dan en slechts dan
;een identiteit, als iedere conjunctieterm eenzelfde veranderlijke zowel
izonder als met ™ bevat. In de uitsprakenrekening, opgebouwd met be-
hulp van vV, A ;71 geldt de dualiteitsstelling: Twee equivalente formu-
LeS gaan in equlvalente formules over, als men overal A met Vv verwis-—
selt Een identiteit gaat door deze verwisseling over in een formulaz,
dle identiek onjuist is, en omgekeerd.
Duaal tegenover de conjunctieve normaalvorm staat de disjunctieve
&normaalvorm‘
? De formules A en B zijn dan en slechts dan equivalent alg A—DR
;en B—A identiteiten zijn
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Het aantal juistheidsfuneties (functies, die slechts de waarden

&9
O en 1 aannemen) van n veranderlijken is:2z5deze worden verkregen
door de formule

met behulp van de eerste distributieve eigenschap in een conjuncticv:

normaalvorm te brengen. De deelconjuncties hiervan (met inbegrip vo

de lege formule) zijn de elementaire conjuncties in n veranderlij’.»
Iedere formule is equivalent met een elementaire conjunctie.

III. Relatierckening.
$17. In een relatierekening treden twee soorten veranderlijken op:
dingveranderlijken en relstieveranderlijken, de laatste met O,1,2....
argumenten, Aan de tekens uit de uitsprakenberekening worden toeze-
voegd de guantoren ( Y x) ("voor iedere x") en (_]x) ("er bestaat een
%, zodat"). In een formule of deel van een formule, wesrvoor een
quantor geplaatst is, is de veranderlijke x gebonden.

Een formule is een tekenreeks, die op grond van de volgende xz.-
gels 1is opgebouwd:

1. Een uitspraakveranderlijke is een formule.

2. Een relatieveranderlijke, waarbij voor alle argumenten ding-
veranderlijken zijn ingevuld, is een formule.

3. Is A een formule, dan is 1A een formule.

4., Zijn A en B formules, zodanig,dat geen veranderlijke in A
vrij en in B gebonden optreedt, of omgekeerd, dan zijn AAB, AV B en
A—B formules.

5. Treedt x in A als vrije veranderlijke op, dan zijn ( Vx)A en
( Ax)i formules. ‘

Axioma's zijn:

1. Iedere identiteit uit de uitsprakenrekening.

2. (Vx)a (x) - #(y).

3. a(y) —» (Ix)a(x).

Regels:
I =. Ben vrije dingveranderlijke mag overal, waar zij voorkombt, ven -

o~

vangen worden door een dingveranderlijke, .die nog nergens ge-

voorkomt. :

b. Een gebonden dingveranderlijke mag in het gebied van een be-
paalde quantor door een andere dingveranderlijke vervangen
worden, mits door deze vervenging weer een formule ontstazt.

¢, Voor een uifépraakVeranderlijke mag . een willegeurige 1 -
mule worden gesubstitueerd, die geen der dingveranderlii. .

bevat, die al in de oorspronkelijke formule voorkwam, Leuuwl .
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door de substitutie weer een formule moet ontstaan.
Jvoor een relatieveranderlijke f met n argumenten kan als volgt een
formale B(x ce...3X_ ) gesubstitueerd worden, die geen veranderlij
bevat, die ook in de oorspronkelijke formule A optreedt, St-at
crgens in A, £(y, ...,y, ) (wearin y, ,....y, veranderlijken zijn,
di¢ niet alle versechillend behoeven te zijn), dan vervangen wij dit
door B(y,, eee3y¥, ). Het resultaat van de substitutie moet wecr een
formule zijn.
vI, Zijn A en A->B aflc 1dbaar, dan 1s B afleidbaar,
III. Is de formule A—3B (x) afleidbsar, terwijl x in 4 niet voorkomt,
dan is X%d x)B(x) afleidbaar,
IV, Is de formule B(x)— A afleidbaar, terwiJl x in A nict voorkomt,
dan is (Jx)B(x)—>4A afleidbsa
. 518, Men leidt nu gemakkellgk af de regels Is A(x) con aflcidbare for

male dan ook (Vx)4i(x); en de Fformules: (7 x)a(x)es Y T e (=) {J
(¥ x)a(x) e “(Mji)“lﬂ :ﬁ (1]
Je formules A en B heten aeguivalent icsB, wanneer zowel A—D alg H-»4

efleidbaar is.
acquivalentiestelling. Bevat de formule 4 de formule B als bouwstoel Cu
ig BroBY, terwijl de formulc A'Y uit i ontstaat, door de¢ bouwsteen 2 te
Couvangen door B'; dan geldt ALt

1js door inductie langs de opbouw van formule i.

st 9tcliing . Bevat een formule 4 geen vrije dingveranderlijke cn geen
titgpreak- of relatieveranderlijkc en is B afleidbesar uilt .., dan is
-3 afleidbaar,
wwijs. Volgens regel Ic vervangen we allc veranderlijken, die im .
‘roorkomen door veranderlijken, waarop in de afleiding ven L uif L DLT—
gong de substitutieregel toegepast wordt. Uaarne plaatscn wij voor le-
dore formule in dic afleiding i— . Het blijkt, dat zij desrdoor hot ka-
rakber van cen afleiding bcehoudt, Het resulteat is nu -2,

Het belang van dese stelling ligt in het volgende. J¢ &3

con wiskundige theorie vormen gewoonlijk, als mon han cony
cchouwt, cen formulc A, dic aan de voorwanrdcn ven de stol 4
. vreag, of ccn stelling B uit dic axioma's aféﬁibid_fpg ‘Ol&;rwrii;
SANEE crugbcbracht worden tot de vraag of do formule 4 l”‘x 1, T
' b~0ﬂlﬂg afleidvasr is. In het” blgzonqcr geldt dit voor de vra
b e tolesel dxioma's vrij van tegenspraak is, .
7o, De relaticrekening is vrij van tegonspraak, On dit te bewijzlli
inten wij in een formule alle dingveranderiijken cn quaﬁuorcp,JO L
rvengen wij alle relatieveranderlijken door hun uitspraskverander..ij
on. Iocderc aflidbare formulc gaat daardoor OVer in cen identitel® wis

o clijk bhot ¢
ac 1tsprakonrokcnlnb. Dit kan cchber nict mot A en 1H Los G

[
ly (& P lC.L‘\.J 2 Alylt UC

cH
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past op cen verzeameling van dingen, die slecchts één element bevat

§21. De rclatlerekenlng is niet vollcdlg &a-ée—z&n-nan-é&; na toevoc-

.....

Zens preak tc ontstaan. Vcorbecld°

o (330 e — Vi) e (3)‘
is nict aflcidbaar. Het bewijs uit §20 b1lijft cchter geldig ne tou-

voeging van (3) als axioms. (3) is identick juist, als or slccht
één individu bet4aat, meer nict .mecer, als dc individuenverzemeling
meer dan één element bezit, ;

Zen formule hect k-identick, als zij idontiek juist is in iedci.
individuenverzomeling van hoogstens k clementen, Neuwkeurigers ver-
veng in de formule F overal (Vyx) A (x) door A(1)A .....A4a(k),
(d)i(x) door A1)V ...... VA(K); nadat zo -allc 'quartorcn goolimi-
Ruord zijn,' basghbuwen wij clke- epmbinotie ven con - rbiadicvafxabcle
met als argumenten geballomiyit do rij 4y.+:v435k-als eon nicuwe uite
SpT%@%YGIJ@erllgkOw Verkrijgen wij zo een identiteit uit de
kenrekening, dan is F k-identiek.

(W30 ot 2 3o (] 3~ ) v Bexy) v - )G acn v b
is 2-~idcntiek, maar nict 3=-identick, -TvilLL
Laat F de conjunctie zijn van de formules
(Vx) 7 atx,x)
(Y x v WV R agx, YIAACY,2) — (X z))
(Y x)d yo a gy
—F is k~identiek voor ieder natuurlijk getal k. Neemt men echter als
individuenverzameling alle natuurlijke getallen en voor a(x,y) dc ro-—
latiec x <y dan is F juist. Dc vreag nasr de afleidbasrheid van ¥ 1s
dus gelijkwesrdig met de vreag, of de axioma's voor de orden1n> der

ultspra~

natuurllghu getallen tot een tegenspraak leiden.

§22, D¢ vrascg naar cen methode, weasrdoor ecn willekeurige formulc uitb
de relaticrekening gemaakt kan vwiorden, of zij afleidbasr is, noemb
men het decisieprobleem (Entschcidungsproblem). Volgens §19 zou een
oplossing hiervan autcmatisch de oplossing geven van ecn uitgebrel-
de klasse van wiskundige problemen. Bvenwcl is door Church bewezen,
dat het decisieproblecm onder zeer algemene ondexstellingen over &G

te gebruiken redenecrmiddelen onoplosbaar is.

Het decisieprobleem is wel voor sommige klassen van formules op-
gelost; ook heeft men het algemeen deolsloprobleem tot dat voor spe-
ciale klessen van formules teruggébracht. '

IV, Logistiek,

§23. Voor de bespreking ven enige paradoxen en de lndellng Ve n’de -
paradoxen in logische en semant ische wordt verwezen ngar B,W, Beth, |
Wiasbegeerte der Wiskunde, Nijmegen 1948 (aan te hqarn als ”ﬁOut"‘



-9
Ter vermijding van de logische paradoxén stelde Russell de typénthe~

orie op (Beth blz,282),

Ten gevolge van de ondcerscheiding der typen, moeten de mecstc begrip-
pen, 0.2. de jlkabChaﬂdelde, voor iedcr typc opnicuw worden gedefi-

micerd,

;24, Bepalingen, Gegeven ccn relatic¢ R, Een klasse o heot R-grfoli:-
als (Vu)(Vv)(uex AwRV>Ve), b is ecn R-nakomeling van & of ap*d

ols (Vo) { wealt AVUNHVUN LerA TRy = rex) > bex).

D¢ klasse der R-nakomelingen van & heet de R-nakomelingsclhup v
§25, Wij veronderstcllen datR cun-ccndunidig iz, en dat er cen clomer
e bestaat, zodat (VX) — (xRe). Dar is cr ccn een-ecnduidige ofb-:.
"ding ven de E-nakomelingschap van e op &c¢ natuurlijke getollen moge-
lijky (Beth blz.77-80)

§26. m Vg n betekont:

(o) 300 Kgf(o: =LA X €A kgf‘(cx -{x}) =)

K%dis het kardinaalgetal vanoly zic §3.<x-{x§is de klagsso dor ¢lo-
menten van ¢ , die verschillend zijn van x}
De relatic Vg voldoet aan dc¢ voorwaardcn uit §25, als men O voor ¢
ncemt, Men kan dus definiercn: Ben natuurlijk getal is cen Vg-noio-
meling van O (Beth blz,193).
X X X
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V. Bewijstheorie.
27. Niet-tegenstrijdigheid van het stelsel axioma's:

1. X = gy (f{x)—f(y)).

2¢ XLYAT<CBaXZT

3¢ XAFXSYVY<X .

4, x X!

5¢ X<y — —(y< x'). .
6. —(x<0).

Te x5#0(F y)(y'=x).

_ Te bewijzen: Uit de relatierekening en axioma's 1 - 7 is de for-
mule O0F0 niet afleidbaar.
Eerst onderstellen wij, dat in de afleiding geen gebonden verander-
lijken optreden.
(X) Normalisering der afleiding. Als in de afleiding de formule B
uit de formule A door een substitutie afgeleid wordt, dan voeren wij
die substitutie ook in A uit en in alle formules die in de afleiding
aan A voorafgaat, Blijven in de afleiding nu nog veranderlijken staan,
dan worden deze door constanten vervangen.
(/8). Een cijfer is O of O met een aantal streepjes. Zijn p eny
cijfers, dan heet ¢ =7y waar, (w) als P eny dezelfde tekenrij zijn;
C,0<’\)U heet waar (w), als p een deel is vany . Een formule, d¥e niet
Waar is, heet vals (v). Een formule, die uit priemformules = ’\{/
en (]D < ”\// met behulp van de tekens der uitsprakemrekening 'is samen=—
gesteld, heet een numerieke formule. Volgens § 13 en 14 is elke
numerieke formule w of v (w staat voor O, v wvoor 1 van§ 13).
(¢ ). Iedere formule uit de genormal:x_seerde afleiding is w. Bewijs.
Dit geldt voor elke formule, die door substitutie uit een der uite=
gangsformules ontstaat. Geldt het voor A en A-—B, dan ook voor B.
O0# 0 is v, dus niet afleidbaar. |
(). Algemeen geval. De afleiding wordt genormaliseerd, waarbij nu
vrije en gebonden dingveranderlijken kunnen blijven staan. Verder
wordt overal (V x)A(x) vervangen docor=—(d x)A(x),
(& ). Berste reductiestap. Beschouw een bouwsteen (I x) A(x), waarin
A(x) geen existentieteken bevat. Breng A(x} op de disjunctieve nor-
maalvorm Ay v Ax .. V As. Tedere A, is een conjunctie van formules
=Q, P<Q,= (P = Q),(P<Q); P is een cijfer of een dlngverander-
1i;)ke of een dlngveranderlljke met streep,]es, evenzo Q.




Vervang (P = Q) door P<Qyv Q< P,

Vervang—(P<Q) door P= Qv Q P,

Breng de formule weer op de disjunctieve normaalvorm.

(; ;. Tweede reductiestap., Vervang x(k = x(l) door O(k) = 0(1) en
k<x ooro(k)< 01.

('? ). Terde reductiestap. Z2ij k het grootste aantal streepjes, dat bij
x voorkomt. Komt in P x 1 voor, waarin 1 kleiner dan k is, dan voege:
wij in beide leden van P(k-1) streepjes toe.

(8 ). Vierde reductiestap. A(x) heeft nu de vorm

o, <" Nviv e, v o,
Vervang ( 3x) A(x) door
(3x), v ... v (3Ix)C, +C

™t Vv e e VC.&O

(¢). Vijfde reductiestap.

1% geval C!s (x k)) is x(k) =R A C; (x(k)).

Vervang (3 x)C, door (0= r , o)< r)) ¢° (R).
2° geval. (x ) is van de vorm

R, < x Q‘) ....... ARy <xh)/\x <S, A Axm<5g
Vervang ( 3 x )Cf door

0[“) < S, A oA 0®< 5},
A R<Sa AR: < Sy,

- e e ~ - ——

A Rg<3nm AR(MS},

(X ). Zesde reductiestap. Komt in A(x) een veranderlijke y voor, die
door de reductie verdwenen is, dan voegen wij een conjunctieterm

¥y =¥ toe.

(A ). Voer de zes reductiestappen achtexreenvolgens voor alle existen-
tietekens uit. Dan ontstaat een gereduceerde van de formule.

§ 28. Bepaling. 1. Ben numerieke formule heet verificeerbaar (vb) als
zij w is. 2. Een formule, die alleen vrije dingveranderlijken bevat,

heet vb, als zij bij invullen van willekewrige cijfers voor die ver-

anderlijken waar wordt. 3. Een formle met vrije en gebonden dingver-
anderlijken heet vb, als haar gereduceerde vb is.

Stelling 1., Gegeven: (I) y is de enige veranderlijke in A(y) en R is

‘een gereduceerde van (J x)A(x). (II) Voor het cijfer § is A(Z) waar.

Bewering: R is waar.

Stelling 2. Gegeven:(I) als boven. (II) R is waar. Bewering: Men kan
een cijfer ¥ vinden, zodat A(% ) waar is.
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Bewijs. 1° geval (zie 4 ) Cy is waar; 1 groter dan m. Neem & = 0.

2€ geval (O(k) =Ry 0(k)< R)a 93 (R) is wazar. R is dan cen
cijfer van de vorm S(k). Neem & = S.

%€ geval. Bij de vijfde reductiestap, 2® geval, ontstaat een
ware formule., Zoek het kleinste der cijfers S, ... Sh s dit heeft de
vorm T(k+l); neem § = T,

Stelling 3. Z2ijn C en D gereduceerden van A en vervangt men de vrije
veranderlijken in C en D op dezelfde wijze door cijfers, dan worden
beide w of beide v, ‘

Stelling 4. Gegevens D(y) is een gereduccerde van A(y). F is een gerc-
duceerde van (dx)A(x). D'(y) en F ontstaan uit D{y) en F, door voor
de in beide voorkomende vrije veranderlijken cijfers in te wvullen.
Beweringent Is D'(}) waar, dan is F' waar. Is F' waar, dan kan men

een cijfer & vinden, zo dat D‘(S) waar is,

29. Tedere uitgangsformule is verificecrbaar.

De verificeerbaarheid blijft bestaan bij het toepassen van de
regels van de relatierekening. Hieruit volgt, dat iedere afleidbare
formule verificeerbaar is. 0#0 is niet vb, dus niet afleidbaar.
Hiermce is de niet—tegenstrijdigheid van de axioma's uit § 27 bewezen.

30, Het axioma der volledige inductie luidt:
8. £(0)a (Vx) (£(x)— £(x"))=~=£(y).

In plaats hiervan kan men ook een nieuwe regel invoeren:
R 9. ’A(O) A(x) — A(x")
A(x)

Ben formule zonder relatie~ of uitspraskveranderlijken, die door toe-
passing van 8 of R 9 afgeleid is, kan ook zonder 8 of R 9 afgeleid
worden. Na toevoeging van 8 of R 9 blijft het stelsel niet-tegenstrij-
dig‘

31. Uit het verkregen stelsel volgen de axioma's van Peano voor de

natuurlijke getallen. Ook deze zijn dus niet-tegenstrijdig. (Beth blz.
i29). '

VI. Recursieve functies.

32. Recursieschems voor een primitief recursieve functie £(x,u).
£(0,u)= ¢ ().
f(x‘,u)zy,(x,u,f(x,u)).

Voorbeelden. f(x,u)= u + X‘tr(u) = U,

yp(x,u,z)= z'.



f(x,u)= u. X. @ (u)= 0. (x,u,z)= z + u.
£(x)=8 (x). &§(0)= 0. (x')= x.
f(x,u)= u~ x. r?(u)— U. 1f/(x,u,z)zs (2)
flu,x)= Z glu,y). tf?(u)= 0. \/x(x,u,z)= glu,x")+ =z,
Analoog voor het product
la - b) =(a= b))+ (b= a)
sg x = 1~ x. Sg X = SZ Sg X.
33. De representerende functie van een relatie R(x,,...,X,) is
gedefinieerd doors
C{)(x, geeesXy)= 0 als R juist is.
ff(x, yesesX,)= 1, als R onjuist is.
Notaties C{Jrepr. R.

Voorbeelds sg|x - y| repr. x = y.

Een relatie bheet primitief recursief, als haar representerende
functue primitief recursief is.
Stel ?(x,y) repr. R(x,y).

Den 1 = (x,y) repr. —R(x,y).
T ¢ (x,y) repr. (Jy) (y<z » R(x,y)).
g('l \

2 oo pgfy <o Ry

sg( Z;Q § (x,7))repr. (Vy) (y<z—=R(x,5)). t<z st
Deze functie betekent: het kleinste getal y, zodat y< z o R(x,y) juist

4

isy is er zo'n getal niet, dan O. laat de elkaar uitsluitende praedi-
cates Q,(x),..., Q (X) tot representerende functies hebben '
ACO NN JEOP

<{’(X)“ (sg '7 )t{’ + .. + (sg'«//,m )cf,m + sg (‘f’i +...+th )cfm heeft de
eigenschap

' (x), als Q,(x) juist is.

c{(x): Qf;m (x), als Qu(x) juist is.
C(’,,w(x) in het overblijvende geval.

Deze functie is dus recursief, als Q, ,..., Q, het zijn.

34 a<b is (dc¢) (c< bsa +c' =Db).
al bis (3 c)( c<b'A ac = b)
Pr (a) is a>14 —(de)(1<c <« aa c‘a).

Dit betekent: a is een priemgetal.

Het (i+1)° priemgetal T% is een recursieve functie van i. 1p,= 2.

pL:/lx(pL< xspL3+lAP¢(x))’
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De ontbinding van a in priemfactoreh schrijven wij:

(8 5 (=) . o (o)

as=p,

(a); =/p x(x < an pix I aA-Tp“: } a).

A(a) is het aantal verschillende priemgetallen, waardoor a deelbaar
is. Wij definieren eerst A (a,n):

) (2,0)= 0 A (a,n')= A (a,n)+ 1 als p,&l a

(a,n) anders.

A2)= X (a,2).
'35, Wij definieren g(x,n) door
(g(x,0)= x!
g(0,n')= g(1,n). '
g{x',n")= g(g(x,n'),n)

Deze functie is niet primitief recursief. -

36. In de calculus van de elementaire rekenkunde (§2’7} moeten de
recursieformiles voor een nieuw ingevoerde functie als nieuwe axioma's
beschouwd worden. Het bewijs van niet-tegenstrijdigheid moet daarvoor
opnieuw geleverd worden. De methode uit hoofdstuk V gaat nog, als de
opi;élling ingevoerd is, maar niet meer na de invoering van de vermenig-
vuldiging.
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VII. Arithmetisering der metamathematica.

37. De methode der arithmetisering bestaat hierin, dat aan iedere
tekenrij een nummer wordt toegewezen, zodat jeder metamathematisch
probleem tot een rekenkundig probleem wordt teruggebracht. Als voor-
beeld nemen wij een calculus C met de volgende tekens; onder ieder
teken is het daaraan toegevoegde nummer gezet.

'
V:"”:-gyzroﬁ ’

1, 13, 17, 19, 23, 29,
dingveranderlijken X1s %o, x3, cone
5, 5%, 57, ....
uitspraakveranderlijken 81y Bpy Bzy cens
7,75, 74 ..

relatieveranderlijken
met 1 lege plaats f3, £y, f1, ....

2

72, 7, 72, ...
met 2 lege plaatsen £2, f£3, §, e |
55, 725, 735, L GHZ.

Tekens voor ig teivoeren arithmetische functies
1
P1s Por Pgo oo
112,112,114, ... .

2 2
Pir P20 Pz ---
112,117,115, enz.

Zijn aan de tekenrijen P en Q de getallen peng toegevoegd, dan
is aan P v Q het getal 211 3P 5%, gan —P het getal 20 3P, san (Ix,)P

17.52(A-1)

het getal 2 3P aan P = Q het getal 27 3P 5%, aan P! het

getal 222 2P toegevoegd. Is verder aan de relatieveranderlijke
2 het getal T toegevoegd, dan is aan £2(P,Q) het getal 27 3F 5%
toegevoegd; analoog voor de andere relatieveranderlijken en voar de
tekens voor arithmetische functies.
Veorbeeld. Aan de formule X, = Ovx, = x3 is toegevoegd het get;;al |

| 2 g2 3
19,523 ,19,5° ,29:5
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Aan een reeks van tekenrijen P, Q3 R,..., waaraan de getallen p,q,Tr,...
zijn toegevoegd, wordt het getal 3p 5q 77 ... toegevoegd.

Belangrijke opmerking. Is een getal gegeven, dan kan omgekeerd de teken—
rij of de reeks tekenrijen, waaraan het eventueel is toegevoegd, daar
weer ult teruggevonden worden. '

38, Yerdere beschrijving van de calculus.

Term. 0 is een term.
1
Iedere dingveranderlijke is een term. Een term, gevolgd door is
een term. Eentéken.?k, gevolgd door X,termen, is een term.

Formule.

1. Een uitspraakveranderlijke is een formule.

la. Z2ijn P en Q termen, dan is P = Q een formule.

2. Een relatieveranderlijke, waarbij voor alle argumenten termen zijn
ingevuld, is een formule.

3, 4 en 5 als in de relatierekening (blz. 6).

Axiema's. I. Alle axioma's van de relatierekening.

IT. Xy = Xy
Xy = x2”*(fl(xi)“*fl(x2))
xl = 0.

xi = xé-—-) Xy = Xoe
[ A—3B afkorting voor —A v B].

Het axioma van volledige inductie (blz. 12(8)).
Regels. I. Alle regels voor de relatierekening.
II. Aanvulling van regel Ia (blz. 6):
Ben vrije dingverande;lijke mag overal waar zij voorkomt door de-
zelfde term vervangen worden, mits deze geen dingveranderlijke bevat,
gﬁie elders gebonden voorkgmt.

39. De volgende metamathematische begrippen gaan door de arithmetisa-
tie in primitief recursieve functies over.

I. ¥y is het nummer van een term P.

Voor het bewijs schrijven wij de termen, die bij de opbouw van P
achtereenvolgens ontstaan, achter elkaar en vormen het nummer z van die
reeks tekenrijen. De ontbindihg in factoren van z moet nu de volgende
eigenschappen hebben:

De laatste exponent is y.

Iedere exponent i), verkeert in &én der gevallen:a/(z)i = 23,
,&bf(@)i is van de vorm 5", ¢/ Br is een vroegere exponent (z)., zodat
; (2); = 222 3(ﬁ)3. d/ Br zijn vroegere exponenten (%)3’(”)k"“’ zodat
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(z); = oV S(Z)j 5(2)k ..., waarin v het nummer is van een (P-teken
met het juiste aantal argumenten. Ieder van deze gevallen is gemak-
kelijk als recursieve relatie te herkennen.
ITI. y is het nummer van een formule.
Het bewijs gaat analoog.
III. y is het nummer van een axioma. |
IVa. y is het nummer van de formule, die uit formule nummer z ont-
staat, door dingveranderlijke nummer u te vervangen door term
nummer V. Sg',(y,z,u,v)] .
Bewijs. Schrijf de termen en formules, die bij de opbouw van formule
nummer z voorkomen, achter elkaar op; bepaal het nummer + van deze
reeks tekenrijen. Vervang in elk van die tekenrijen dingveranderlijke
nummer u door term nummer v; de nieuwe reeks tekenrijen heeft nummer
S. Ontbind s en t in factoren; komt onder de exponenten in t,u voor,
dan correspondeert daar mee v in s; overigens bestaan tussen de ex-
ponenten in s dezelfde betrekkingen als tussen die in t. Al deze
eigenschappen worden door recursieve relaties gegeven. ‘

IV. b,c. Analoge beschouwingen voor de regel I b,c.

V. ¥ is het nummer van een afleiding voor formule nummer z.
Bewijs. Ontbind y in factoren. De laatste exponent moet 2z zijn. Voor
de overige exponenten geldt:

¢f b) voor zeker j<i, u en v geldt S&((y)i, (y)j, u,v)

of analoog met 525 ,S/Zg .
of ¢) voor j, k<i geldt (y)j = 2lt3
13;a
2773 5’b

17.5% a
13,2 3
(y), = 2532773 5P,

1

of ) (y)j = ztl3 voor j< i, terwijl

hier mag veranderlijke nummer 5¢ nié'l; in formule nummer b voorkomen.
Dit alles geeft aanleiding tot recursieve relaties. Dege relatie
stellen we voor door R(y,z).

40. InS&,(y,z,S,v), waarin v het nummer van het getal§ is, is
¥y =7 (2,& ) een recursieve functie van z end .

Beschouw nu de formule ——:R(y,o"(xl,xl} laat deze nummer o heb-
ben, - o
Stel G = —R(y,o (o, )). G ontstaat uit formle nummer < , door
dearin de veranderlijke} nummer 5 door « te vervangen, dus G heeft het
nmerv“(q,q}:@_ ‘ i L
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Stel nu, dat —-xR(y,Is ) afleidbaar is; dan is G afleidbaar; isy
is het nummer ven de afleiding, dan is R(b" B ) juist, dus afleid-
baar, in tegensprask met — R(y, p ). Dus: |

I. Is C contradictievrij, dan is —R(y, B ) niet afleidbaar.

Stel nu, dat R(S,p ) voor zeker getal afleidbaar Wa:fs; dan
was formule nummer @ , dat is G, afleidbaar, dus ook ~ﬂi(y,P )
wat een contradictie geeft. Dan: :

II. Is C contradictievrij, dan is R(@,p ) voor geen getal
afleidbaar;-yR(S,fs) is voor iedere & ju.{st, dus afleidbaar.

Wij onderstellén nu, dat C ) -contradiotievrij is, d.w.2. het
is onmogelijk, dat tegelijk de formules — ( Y x) A(x) en Ai( g )
voor ieder getalg afleidbaar zijn.

III. Is C w —contradictievrij, den is noch ( V y)— R(y,F,’),
noch—( ¥ y)ﬁR(y,F, ) afleidbaar.

(S8telling van Godel).

41. Opmerkingen. 1. Rosser heelt een iets ingewikkelder formule
S(y) eangegeven, waarvoor geldt:

Is C ontradictievrij, dan is noch ( Y y)s(y), noch — (VY y)s(x}
afleidbaar. -

2. De formule —R(y, 3 ) betekent bij interpretatie, dat formyle
nummer(s sdat is diezelfde formule, niet afleidbaar is. De redene-
ring van G5del is dus een verscherping van de paradox van de leu-
genaar. A
3. De door de formule (VY)“"*R('Y’F» ) geformaliseerde stelling
is juist. Daar de redenering van Godel geldig blijft bij uitbrei-
ding van de calculus (mits R(y,z ) een recursieve funetie blijft),
zien wij, dat het niet mogelijk is, de gehele elementaire reken-
kunde in een calculus samen te vatten.

42. Hulpstelling 1. Is formule nummer " afleidbaar uit formule
nummer § s dan is ook de formule

( 4% R(x,g y— ( 4 x) R(X,TZ ) afleidbaar.

Bewijs. De formulereeks, die uit de reeksen nummer y en nummer 2
ontstaat door ze achter elkaar te zetten, heeft het nummer T(y,z),
waarin 17" een recursieve functie is. Is y het nummer voor een aflei-
ding van P en = dat voor een afleiding van Q uit P, dan is T (y,3)
het nummer voor een afleiding van Q. ;

"z is het mummer voor een afleiding van formule pummer q uit
formule nummer b " is een recursieve relatie S(z,p,q). (Bewijs
analoog met §: 39 V). De formule '

R(y,p) » s(z,p,q) — R(T(¥,2),Q)

is afleidbaar, dus eok



(Ix) R(x, 3 ) A 8(5,5,7)—> (3 x) R(x,9).
Maar als ; het nummer is voor een aflelding van formule nummer m
uit formule nummex?, dan is 5(§,¢ ) Jjuist, dus afleidbaar.

43. Hulpstelling 2. De formule

1 T(y,z . .

( 3% rR(x, 213 39— (3 % Rz, 2 33 (y,z)) is afleidbaar.
Bewijs. Is P(x,l) de formule nummer y, dan betekent het linkerlid:
n-,P(x1) is afleidbaar". Laat u het nummer van een afleiding voor

—P(x,) 2ijn, dan is er een recursieve funectie p (u), zodat ¢ (w)
het nummer is voor een afleiding van P(& ); "P(g) is afleidbaar”
is de betekenis van het rechterlid. Nu is

’ o

R(u, 23 37) - R(p (w), 213 37 (32
afleidbaar, dus ook de af te leiden formule.

44, Hulpstelling 3. Isc?(x) een recursieve functie, dan is de formu-

1
° ¢(z) = 0~ (dy) Ry, (&,x))

afleidbaar; § is het nummer van@(x)= 0

Het bewijs hiervan geven wij niet.

45. Stelling van Gddel. Is C contradictievrij, dan is de formule
(d2) R(z,u) —( J2)R(z, 213311)’ (1),die de contradictievrijheid van
C uitdrukt, in C niet afleidbaar. ‘
Bewijs. Stel dat formule (1) afleidbaar was. Laat y het nummer zijn
van R(xl,{s) en & = 21 325 dat van -—:R(xl,@) [(3 21e}40]
Volgens hulpstelling 1 is nu

(3 z) R(Zsﬁﬁ' ) R (3 z) R(Zyg )
afleidbaar, dus ook (hulpst. 2)

R(y,fﬁ )=»(Jz) R(z, 223 3 (X%) ’
dus =( Jz) R(z, 223 37 (V) ~wa<y,(s) (2)
Verder is afleidbaar volgens hulpst. 3:

R(y,‘s )= (Jz) R(z,a (y,¥))
en volgens de onderstelde afleidbaarheid van (1)
Ry,p)— —(32) R(z, 227 37 07)) (3)

Uit (3) en (2) krijgt men R(y,(&)—* 'WR(;Y,‘S» ), dus wR(y,f?: ), in
strijd met % 40 1.



